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В работе предложено использование несингулярного плаща невидимости в манере, характерной 
для ковра невидимости. Показана возможность полностью численного подхода к расчету несингуляр-
ного плаща невидимости произвольной формы, путем выбора эллиптической системы координат при 
координатной трансформации. Проведено численное моделирование несингулярных плащей и пла-
щей-ковров произвольной формы и произведена оценка эффективности их работы. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
 
Созданию устройств (плащей) невидимости путем 
координатной трансформации посвящены многочис-
ленные работы, начиная с пионерской работы [1]. При 
таком традиционном подходе, например, при созда-
нии цилиндрического плаща, осуществляется геомет-
рическая трансформация, при которой круг отобра-
жается в кольцевую область. Соответственно точка в 
центре круга отображается на  внутреннюю границу 
плаща. Так как электромагнитная волна проходит 
точку за бесконечно малое время, при раздувании 
точки в окружность возникает сингулярность матери-
альных параметров.  
Одним из новых подходов в решении данной про-
блемы является использование ковра невидимости 
[2]. При этом скрываемый объект располагается на 
плоскости, и трансформация (раздувание) осуществ-
ляется не от точки, а от плоскости (от линейного сег-
мента в двумерной задаче). В работе [2] также пока-
зана возможность создания изотропного ковра, в кото-
ром, например, компоненты магнитной проницаемо-
сти задаются константой (а не тензором), в то время 
как компонента диэлектрической проницаемости за-
висит, в общем случае, от одной координаты (двумер-
ная задача). Однако, как показано в работе [3] изо-
тропный ковер создает боковой сдвиг отраженного 
пучка и, таким образом, оказывается детектируемым.  
В работе [4] представлен несингулярный эллипти-
ческий плащ, внутренняя эллиптическая граница 
которого образуется путем координатной трансформа-
ции из линейного сегмента, соединяющего фокусы 
эллипса. Такой плащ, однако, идеально работает 
только при условии, что он облучается параллельно 
большой оси эллипса (и  при условии, что межфокус-
ное расстояние меньше длины волны).  
В настоящей работе продемонстрирована возмож-
ность использования такого эллиптического плаща 
подобно ковру невидимости, располагая его большую 
полуось на проводящей плоскости (плащ-ковер). Нами 
также адаптирован численный подход к конструиро-
ванию плаща, представленный в работах [5], [6] к 
несингулярному плащу. Это позволяет создание не-
сингулярных плащей-ковров произвольной формы.  
2. ПОДХОД, ИСПОЛЬЗУЕМЫЙ ПРИ  
КОНСТРУИРОВАНИИ ПЛАЩА 
 
Рассмотрим, прежде всего координатную транс-
формацию в системе координат эллиптического ци-
линдра, как изображено на рисунке 1. 
 
 
 
Рис. 1 – Эллиптический плащ в эллиптической коорди-
натной системе 
 
В работе [4] показано, что пространственное пре-
образование от эллиптической области 2[0, ]  к 
области эллиптического кольца 1 2[ , ]  может 
быть представлено в виде:  
 
 2 1 1
2
; ;  .z z , (1) 
 
Важным моментом является то, что в системе ко-
ординат эллиптического цилиндра мы имеем одно-
значное соответствие между координатами любой 
точки, лежащей на внутреннем эллипсе 1( )  и 
координатами исходной точки 0( 0) , отобража-
емой на первую точку при координатной трансфор-
мации. Связь между координатами указанных выше 
точек может быть записана как  
 
 1(0, , ) ( , , )z z . (2) 
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Это делает возможным задание граничных условий 
для численных методов решения без необходимости 
аналитического анализа связей между координатами.  
Перейдем теперь к описанию численного подхода 
к созданию плаща. Как показано в работе [7] при 
координатной трансформации компоненты матери-
альных параметров в трансформированной системе 
связаны с компонентами материальных параметров 
в исходной системе следующими соотношениями: 
 
 ; 
det( ) det( )
T TJ J J J
J J
, (3) 
 
где J представляет Якобианову трансформационную 
матрицу, состоящую из элементов вида 
 
 
i
i
i i
x
J
x
, (4) 
 
которые представляют собой производную трансфор-
мированных координат по исходным координатам. 
Эти элементы могут быть получены либо анали-
тически, определяя в явном виде зависимость между  
исходными и трансформированными координатами, 
подобно выражению (1), либо численными методами. 
Численные методы имеют неоспоримые преиму-
щества при создании плащей произвольной формы, 
ввиду, подчас крайней сложности получения анали-
тической зависимости между координатами при 
трансформации. 
Чтобы продемонстрировать использование чис-
ленного подхода к созданию несингулярных плащей, 
рассмотрим сначала его применение при создании 
эллиптического несингулярного плаща.  
Эллиптическая область b с линейным сегментом, 
соединяющем фокусы эллипса a, отображается в эл-
липтическое кольцо b'a' (см. рис. 2). При этом ли-
нейный сегмент a отображается на внутренний эл-
липс a', а внешний эллипс b отображается на b' (т.е. 
фактически сам на себя). 
 
 
 
Рис. 2 – Координатная трансформация для эллиптического 
плаща 
 
С учетом описанных выше граничных условий 
можно записать уравнение Пуассона в  координатах 
эллиптического цилиндра, которое будет характери-
зовать связь между исходными и трансформирован-
ными координатами в виде: 
 
 
2 2 2
1 2 32 2 2
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u a a u b b
 (5) 
 
где ( 1,2,3)iu i обозначает компоненты трансформи-
рованной координатной системы, а 1 ,u 2 ,u 3u – ком-
поненты первоначальной (не трансформированной) 
координатной системы. 
Необходимо отметить, что имеется бесконечное 
множество решений данного уравнения, получаемых 
выбором различных функций источника f. Это от-
крывает возможность использования методов опти-
мизации с целью получения желаемых характери-
стик плаща (например, достижения минимального 
рассеяния) В настоящей работе мы принимаем f = 0.  
С целью избежать сингулярных решений уравне-
ния Пуассона, используется инверсная форма урав-
нения Пуассона подобно тому, как это сделано в ра-
боте [6] в виде: 
 
 
2 2 2
1 2 32 2 2
1 2 3
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В системе координат эллиптического цилиндра 
выражение (6) может быть записано как  
 
 
2 2 2
2 2 2 22 2
1 2 2
1
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( )sinh sin
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f z
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Решая уравнение (7) мы получаем элементы об-
ратной Якобиановой матрицы /i i iiJ x x и затем 
находим прямую Якобианову матрицу, как 
1( )i ii iJ J . 
Несложно заметить, что уравнение (7) без всяких 
изменений может быть использовано для нахожде-
ния матрицы преобразования для несингулярного 
плаща невидимости произвольной формы, как изоб-
ражено на рисунке 3. 
 
 
 
Рис. 3 – Координатная трансформация для плаща произ-
вольной формы 
 
3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
 
Для численных экспериментов использовалась 
программа COMSOL Multiphysics обеспечивающая 
решение методом конечных элементов. Необходимо 
отметить, что COMSOL Multiphysics может работать 
только с декартовыми координатами, поэтому для 
задания  граничных условий требуется преобразова-
ние из координат  эллиптического цилиндра в декар-
товые координаты. 
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Рассмотрим двумерную задачу для случая паде-
ния E – поляризованной плоской волны. Известно, что 
 
 
= Re cosh ;
= Im cosh .
x iy
a
p
x iy
a
p
 (8) 
 
С учетом этого мы можем записать декартовые ко-
ординаты любой ''исходной'' точки на линейном сег-
менте между полюсами эллипса в виде:  
 
 
0 0
0 0
= cosh( = 0)cos( );
= sinh( = 0)sin( ),
x p
y p
 (9) 
 
и декартовые координаты точки на внутренней гра-
нице плаща, на которую отображается ''исходная'' 
точка в виде: 
 
 
1 1
1 1
= cosh( )cos( );
= sinh( )sin( ).
x p
y p
 (10) 
 
Соответственно граничные условия примут вид: 
 
 1 0 1 0( = ) = ; ( = ) = .
' 'x x x x y y y y , (11) 
 
Решая уравнения Пуассона (для x и  y координат) 
вместе с граничными условиями (11) мы находим 
связь между трансформированными и исходными 
координатами, определяем элементы Якобиановой 
матрицы, и далее компоненты диэлектрической и 
магнитной проницаемостей ( zz, xx, xy, yx, yy). 
На рис. 4 представлен результат расчета Ez
 
ком-
поненты поля для эллиптического плаща невидимо-
сти, а на рисунке 5 – для плаща невидимости произ-
вольной формы. В обоих случаях падающая волна 
распространяется вдоль линейного межфокусного 
сегмента, p = 0.01 м а  = 0.08 м. 
Для оценки эффективности работы несингулярно-
го плаща и ее зависимости от величины p нами опре-
делялся  интеграл по внешней границе  геометрии 
задачи от абсолютного значения рассеянного элек-
трического поля (для эллиптического плаща). Также 
было оценено рассеяние от проводящего линейного 
сегмента длиной 2p при различных величинах p и  
 
 
 
Рис. 4 – Распределение z-компоненты электрического поля 
вблизи эллиптического несингулярного плаща невидимости 
 
 
Рис. 5 – Распределение z-компоненты электрического поля 
вблизи несингулярного плаща невидимости произвольной 
формы 
 
рассеяние от эллиптического сингулярного плаща. 
Полученные результаты представлены в таблице 1. 
Здесь x1 и y1 – длины большой и малой полуосей 
внутреннего эллипса, x2 и y2
 
– длины соответствую-
щих полуосей внешнего эллипса, p –полуфокусное 
расстояние,  – длина волны, и normEfar – указан-
ный выше интеграл. Все размеры даны в м, значе-
ние интеграла в вольтах. 
Из таблицы видно, что величина интеграла рассе-
янного поля от несингулярного плаща очень близка к 
аналогичной величине при рассеянии от проводящего 
сегмента соответствующей длины и увеличивается с 
увеличением величины p аналогичным образом. Т. е. 
несингулярный плащ редуцирует рассеяние от прово-
дящего эллипса до величины рассеяния от линейного 
сегмента, из которого этот эллипс получен (посред-
ством координатных преобразований). 
При p = 0.001 м величина рассеяния от несингу-
лярного плаща практически совпадает с величиной 
рассеяния от сингулярного плаща. Хотя величина 
рассеяния от несингулярного плаща растет с ростом 
p, она все же остается величиной одного порядка с 
величиной рассеяния от сингулярного плаща при 
достаточно малых p. 
Как уже было указано ранее, такой несингуляр-
ный плащ может быть использован подобно ковру 
невидимости, при расположении межфокусного сег-
мента на идеально проводящей поверхности (пред-
ставляющей собой линию для двумерной задачи).  
На рис. 6 показана работа подобного плаща-
ковра: отражение Гауссового пучка от эллиптическо-
го плаща невидимости (Ez компонента), а на рис. 7 от 
плаща невидимости произвольной формы (Ez компо-
нента). В обоих случаях p = 0.01 м,  = 0.08 м. 
Также показано огибание пучком плаща-ковра 
невидимости (рис. 8 и 9), когда пучок распространя-
ется горизонтально (параллельно базовой проводя-
щей поверхности). 
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Таблица 1 – Оценка эффективности работы несигулярного плаща 
 
Несингулярный плащ, плоская волна 
 1x  1y  2x  2y  p  normEfar  
0.08 0.1500043 0.1500009 0.3500076 0.3500062 0.001 0.002793 
0.08 0.1508922 0.1508093 0.3529551 0.3529197 0.005 0.003448 
0.08 0.1500023 0.1496686 0.3500031 0.3498602 0.01 0.003976 
0.08 0.1500036 0.1486643 0.3500242 0.3494523 0.02 0.00444 
0.08 0.1500100 0.1469796 0.3500205 0.3487325 0.03 0.004727 
0.08 0.1500358 0.1414593 0.3500292 0.3464396 0.05 0.005098 
Проводящий линейный сегмент (l = 2p), плоская волна 
0.08     0.001 0.002099 
0.08     0.005 0.003247 
0.08     0.01 0.003795 
0.08     0.02 0.004303 
0.08     0.03 0.004618 
0.08     0.05 0.005026 
Сингулярный плащ, плоская волна 
0.08 0.1500043 0.1500009 0.3500076 0.3500062 0.001 0.002578 
0.08 0.1508922 0.1508093 0.3529551 0.3529197 0.005 0.002511 
0.08 0.1500023 0.1496686 0.3500031 0.3498602 0.01 0.002572 
0.08 0.1500036 0.1486643 0.3500242 0.3494523 0.02 0.002574 
0.08 0.1500100 0.1469796 0.3500205 0.3487325 0.03 0.002554 
0.08 0.1500358 0.1414593 0.3500292 0.3464396 0.05 0.002539 
 
 
 
 
Рис. 6 – Распределение z-компоненты электрического поля 
Гауссового пучка при отражении от эллиптического несин-
гулярного  плаща невидимости 
 
 
 
Рис. 7 – Распределение z-компоненты электрического поля 
Гауссового пучка при отражении от несингулярного плаща 
невидимости произвольной формы 
 
4. ВЫВОДЫ 
 
В работе  предложено использование несингу-
лярного эллиптического плаща как ковра невидимо-
сти, что, с одной стороны, снимает проблему зависи-
мости эффективности работы плаща от направления  
 
 
 
Рис. 8 – Распределение z-компоненты электрического поля 
Гауссового пучка при огибании эллиптического несингу-
лярного плаща невидимости 
 
 
 
Рис. 9 – Распределение z-компоненты электрического поля 
Гауссового пучка при огибании несингулярного плаща 
невидимости произвольной формы 
 
падающей волны, а с другой, проблему сингулярности 
материальных параметров, открывая двери для фи-
зических экспериментов. 
Продемонстрирована возможность чисто числен-
ных методов расчета несингулярного эллиптического 
плаща–ковра, путем выбора эллиптической системы 
координат при координатной трансформации. 
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Также показана возможность использования по-
лученного подхода при расчете плаща-ковра  произ-
вольной формы. 
Проведеное численное моделирование с использо-
ванием метода конечных элементов подтвердило рабо-
тоспособность такого подхода. Было показано, что плащ  
уменьшает рассеяние от проводящего эллиптического 
цилиндра (эллипса в двумерной задаче) до величин, 
характерных для рассеяния от проводящего сегмента 
соответствующей длины (сегмента длиной 2p, который 
"раздувается" в эллипс при трансформации). 
Также проведено сравнение эффективности рабо-
ты несингулярных плащей при различных значениях 
величины p и сингулярного плаща. Показано, что 
эффективность несингулярного плаща сравнима с 
эффективностью сингулярного плаща (имеет один 
порядок величины) при условии малости p (p < ), и 
растет при уменьшении p, становясь практически 
равной эффективности сингулярного плаща. 
Следует отметить, что уравнения Пуассона, реша-
емые нами для нахождения матрицы преобразова-
ния, имеют бесконечное множество решений, опреде-
ляемых различными функциями–источниками. Это 
позволяет искать "предпочтительные" решения, ис-
пользуя методы оптимизации. 
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The using of the nonsingular invisibility cloak similarly as invisibility carpet was proposed. The possi-
bility of fully numerical approach to calculation arbitrary nonsingular invisibility cloak, by a choice of el-
liptic coordinate system during coordinate transformation, was shown. The numerical modeling nonsingu-
lar cloak and cloak-carpet of arbitrary form and the estimation of efficiency while using, was completed. 
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У роботі запропоновано використання несингулярного плаща невидимості в манері, характерній 
для килима невидимості. Показана можливість повністю чисельного підходу до розрахунку несингу-
лярного плаща невидимості довільної форми, шляхом вибору еліптичної системи координат при ко-
ординатній трансформації. Проведені чисельне моделювання несингулярних плащів і плащів–
килимів довільної форми і оцінка ефективності їх роботи. 
 
Ключові слова:, Несингулярний плащ невидимості, Килим невидимості, Числовий метод, Коорди-
натна трансформація, Рівняння Пуассона. 
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